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ON INTEGRATIO N I N COMPACT METRI C SPACES 
Zdeně k HEDRLÍN,  Prah a 
Theořem .  Le t  (U,  b e a  finit e Bore l  measur e o n a  com ­
pac t  metri c spae e  X  .  The n ther e exis t   x k Ł  X ,  k  =  1,2.,. , 
suc h that ,  fo r  an y continuou s funciio n  f , 
/  -M(u  =  ^(x )  linTíT "  ž~  f(x v ) 
Proof. C lea r ly we may suppose t h at (^(X ) = 1 and 
^x(G) > O f o r any open non-void GcX . I t i s easy to 
prove t h at t h e re e x i s t , f i n i te d o s ed cover ings 
m ~ l A l ' *• *» ^r ) » ° s l j 2, . . . such t h at 
(1) -^* m+i r e f i n es JI , 
(2) d ( & m ) ~> 0 v/here d (J )̂ deno tes the maximum of 
d iameters of A1? , 
0 ' 
(3) <a(A™ A A J) = O f o r i f í o, 
m (,4) /W, (A.) > O f o r any m, j ; 
t h e n, ev: 
(5) f or any m, m', m > m', t h e re e x i s t s, f o r ever; 
i = 1, . . . , r , e x a c t ly one j = j ( i ) w i t h A1? C A1? . 
Moreover, we may suppose t h at 
(6) ±±<  i 2 imp l ies j C ^ ) < jC ig) . 
Denote by. B3? , m ~ 1, 2, . . . , j = 1 , . . . , r , the c l o-
j ~ l i 
sed i n t e r v al wi t h endpo in ts £ (-u (A?), £ ^ (A?) . For 
i = l  x i=l  x 
any s et M c ( o , 1> , denote by %u the c h a r a c t e r i s t ic 
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řunct íon  of  M;  that  is,  X ,  i s  defined  on  <0,  1>  , 
equal to 1 on M,  ­and to 0 on  i t s camplement.  i t  i s 
well  known  that  there  ex is ts  a  sequence  / f  .  ]•  , 
O  á  f  k  á  i  »  such  t h a t,  for  any  0 Ł  ^ S / i Ł l , 
, / i S ÍT k=iX<M> (f k ) = 4-si-
i t  i s  easy  to  see  that  Ł  k  may  be  chosen  to  be  d i s t i nct 
from  any  endpoint  of  the  in te rva ls  B1?  . 
For  a given  k  ,  there  ex i s t s, for   any m  ,  exact ly 
one  j  =  j(m)  such  that  ř  k  €  B*   ;  since  A
J ^ + 1 )  C 
C  A j(m)  ( t h i e  řollows  from  the  above  property  (6)  ) ,  the 
i n t e r sec t i on  Ck  of  a ll  A^ (m)  i s  non­void. Now,  choose 
a point x, from  every  C.  .  We  are  going  to shov/  that 
x k  posses  the  required 
For   any  Y  c  X,  put 
n 
(^  (Y)  = li m sup  —  ^  %  Y  (xk) 
flrv - ^ oí> 
• *•  :?­.­" i.­­
ř­1": ;"'.­:­;­­.­ :"­­'":.V"*".­ ;  :
  : ' : « ­ , . . 
n 
1 
•  = li m  inf  ­­­­­  .  ,  X,  v  (x,  )  , 
where  Xv i s the  cha rac te r i s t ic  funct ion  of  Y  ( i . o. 
X  (x)  = 1 i f  x  €  Y,  Ky  (x)  =  0  i f  x  e  X  ­  Y  ) . 
Denot e b y d & th e collectio n o f  thos e Z'  c  X  whic h 
can b e represented ,  fo r  som e m ,  a s unio n o f  certai n 
A^  ,  Clearly ,   Z  e> 7L implie s ^ ( Z )  § •  ^  (Z )  .  On 
th e ethe r  hand ,  fo r  an y close d F  c  X  an d an y £  >  0 , 
ther e exist s Z  €  X  suc h tha t  F  A  Z  =   JĎ , 
/l i  (Z )  >  1  -  fU(F )  -  e  .  Henc e 
Therefore  ^*(F)  Ł  fu.  (F)  for  any  closed  F  ,  and 
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rjAz)  «  ^  (z) = (U, (z)  for  z  e  5Ž­  . 
í.íoreover, 
(f.ťfCF )  =  O   wheneve r   F   i s closed ,  (U (P )  =   O  . 
I t  f  ollov s tha t  • • • • •  n 
/•  1  21 
J  g  d^/  =  li m  r  , . \ 
fo r  an y functio n  g   whic h is ,  fo r  som e  m  ,  constan t  i n 
th e interio r  o f  eae h p3  .  Thi s conclude s th e proo f  sinc e 
J 
ever y continuou s functio n ca n b e uniforml y approximate d 
by function s o f  thi s kind . 
,:yy-: 
•  " • • : ; " . ; . • ? . • • • • : •'   .;•  , , ; • • • :.  , , . ; ; • • ' : ; • : • > : . .; 
Ív ví3­^5?^ :;J^ 
• .:­;' ;'':• :.'/..''   /:. >.;?r' ' 
ť­;̂ ^V :̂;̂ :;̂ .: v 
v­>  v.;:. ' ; ; 
:)'• '•  •  '  •  
v^ ^  ' 
'A  •  •':'"' ; 
•: ; '̂'.l­'"­'í:ř' : 




« N » 
':;'::;. ; 
:; ;";"'í';.; > 
• " • ' ' i ­ " ^ 
,, 
